
Journal	
  Club	
  	
  
Nov.	
  12,	
  2013	
  
Adrian	
  Hu7er	
  



Relevance	
  of	
  groundstate	
  proper@es	
  

Proper@es	
  of	
  the	
  ground	
  state	
  (gs)	
  give	
  a	
  lot	
  of	
  
informa@on	
  about	
  the	
  physics	
  of	
  a	
  quantum	
  
many-­‐body	
  Hamiltonian	
  at	
  zero/low	
  
temperature:	
  
•  Decay	
  of	
  correla@ons	
  allows	
  to	
  iden@fy	
  the	
  
phase	
  of	
  the	
  model	
  

•  Entanglement	
  in	
  the	
  gs:	
  area	
  laws	
  



Relevance	
  of	
  gs	
  entanglement	
  

•  	
  Resource	
  character	
  of	
  entanglement	
  in	
  QIP	
  
•  Signatures	
  of	
  cri@cality	
  can	
  be	
  detected	
  on	
  the	
  

level	
  of	
  entanglement	
  and	
  quantum	
  
correla@ons	
  

•  Large	
  amounts	
  of	
  entanglement	
  in	
  the	
  gs	
  render	
  
its	
  classical	
  simula@on	
  infeasible	
  

•  Conversely:	
  limited	
  entanglement	
  allows	
  for	
  
good	
  methods	
  for	
  numerical	
  simula@on	
  (e.g.	
  
Matrix	
  Product	
  State	
  representa@on)	
  

	
  



Measure	
  of	
  correla@ons	
  

•  For	
  a	
  bipar@te	
  (mixed)	
  state	
  

•  A	
  pure	
  state	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  has	
  	
  	
  	
  	
  -­‐exponen@al	
  decay	
  
of	
  correla@ons	
  (EDC)	
  if	
  for	
  any	
  two	
  regions	
  X	
  
and	
  Y	
  we	
  have	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  
	
  
where	
  l=dist(X,Y).	
  	
  	
  	
  



Exponen@al	
  decay	
  of	
  correla@ons	
  

•  …	
  is	
  expected	
  to	
  appear	
  in	
  non-­‐cri@cal	
  phases	
  
of	
  ma7er,	
  where	
  there	
  is	
  a	
  no@on	
  of	
  
correla@on	
  length.	
  

•  It	
  has	
  been	
  proved	
  that	
  ground	
  states	
  of	
  
gapped	
  Hamiltonians	
  have	
  exponen@ally	
  
decaying	
  correla@ons,	
  where	
  the	
  correla@on	
  
length	
  is	
  given	
  by	
  the	
  inverse	
  spectral	
  gap.	
  



Measure	
  of	
  entanglement	
  

•  For	
  a	
  bipar@te	
  pure	
  state	
  

•  States	
  corresponding	
  to	
  the	
  ground	
  or	
  low-­‐
lying	
  eigenstates	
  of	
  local	
  models	
  oZen	
  sa@sfy	
  
area	
  laws	
  
– Black	
  holes	
  
– Quantum	
  spin	
  systems	
  
– Quantum	
  harmonic	
  systems	
  



Area	
  laws	
  

•  The	
  entanglement	
  of	
  a	
  con@guous	
  region	
  with	
  
its	
  complement	
  is	
  propor@onal	
  to	
  the	
  
boundary,	
  not	
  its	
  volume	
  (as	
  one	
  would	
  
expect	
  for	
  a	
  generic	
  quantum	
  state)	
  

•  M.	
  Has@ngs	
  (2007):	
  1D	
  gapped	
  Hamiltonians	
  
with	
  a	
  unique	
  ground	
  state	
  always	
  obey	
  an	
  
area	
  law	
  (i.e.,	
  the	
  entropy	
  of	
  a	
  con@guous	
  
region	
  is	
  upper-­‐bounded	
  by	
  a	
  constant).	
  



What	
  is	
  known	
  and	
  what	
  they	
  show	
  

Gapped	
  Hamiltonian	
  

Exponen@al	
  decay	
  
of	
  correla@ons	
  

Area	
  law	
  in	
  1D	
  

known	
   known	
  

they	
  show	
  



Intui@on	
  from	
  many-­‐body	
  physics	
  



Intui@on	
  from	
  many-­‐body	
  physics	
  



Intui@on	
  from	
  many-­‐body	
  physics	
  



The	
  flaw	
  in	
  the	
  argument	
  
Data	
  hiding:	
  For	
  almost	
  all	
  states	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  with	
  |A|
≈|C|,	
  the	
  correla@ons	
  between	
  A	
  and	
  C	
  are	
  
vanishing	
  but	
  the	
  entropies	
  of	
  A	
  and	
  C	
  are	
  close	
  to	
  
maximal.	
  
	
  
	
  
	
  
Quantum	
  data-­‐hiding	
  states	
  have	
  been	
  thought	
  of	
  
being	
  an	
  obstruc@on	
  for	
  obtaining	
  an	
  area	
  law	
  for	
  
entanglement	
  entropy	
  from	
  EDC.	
  



Main	
  result	
  



Applica@on	
  to	
  many-­‐body	
  physics	
  

•  Ground	
  states	
  of	
  (disordered)	
  Hamiltonians	
  
exhibi@ng	
  many-­‐body	
  localiza@on	
  (or	
  a	
  
mobility	
  gap)	
  sa@sfy	
  EDC.	
  

•  These	
  models	
  are	
  in	
  general	
  not	
  gapped,	
  so	
  no	
  
area	
  law	
  was	
  known	
  before.	
  

•  E.g.,	
  the	
  XY	
  model	
  with	
  random	
  coefficients	
  
exhibits	
  many-­‐body	
  localiza@on	
  è	
  its	
  ground	
  
state	
  sa@sfies	
  an	
  area	
  law.	
  



Applica@on	
  to	
  MPS	
  
•  Matrix	
  product	
  state:	
  descrip@on	
  of	
  quantum	
  
states,	
  which	
  is	
  efficient	
  in	
  many	
  physical	
  
contexts	
  

•  	
  	
  	
  
	
  
where	
  A[i]	
  are	
  DxD	
  matrices	
  

•  D	
  measures	
  the	
  complexity	
  of	
  the	
  matrix	
  product	
  
representa@on;	
  when	
  D=poly(n)	
  the	
  quantum	
  
state	
  psi	
  admits	
  an	
  efficient	
  classical	
  descrip@on	
  
è	
  EV’s	
  of	
  local	
  observables	
  can	
  be	
  calculated	
  
efficiently.	
  

•  This	
  is	
  the	
  case	
  if	
  psi	
  sa@sfies	
  EDC.	
  



Applica@on	
  to	
  MPS	
  



Applica@on	
  to	
  QIP	
  

•  Which	
  proper@es	
  are	
  behind	
  the	
  (apparent)	
  
superiority	
  of	
  quantum	
  computa@on	
  over	
  
classical	
  compua@on?	
  

•  è	
  Find	
  condi@ons	
  under	
  which	
  quantum	
  
circuits	
  have	
  an	
  efficient	
  classical	
  simula@on.	
  

•  Most	
  famous	
  result:	
  Go7esman-­‐Knill	
  
Theorem.	
  



Applica@on	
  to	
  QIP	
  

è	
  If	
  a	
  quantum	
  circuit	
  is	
  supposed	
  to	
  solve	
  a	
  
classically	
  hard	
  problem	
  more	
  efficiently,	
  one	
  must	
  
have	
  at	
  least	
  algebraically	
  decaying	
  correla@ons	
  
(cf.	
  cri@cal	
  phases	
  of	
  ma7er).	
  



Proof	
  of	
  main	
  theorem	
  

•  Tools	
  from	
  Quantum	
  Informa@on	
  Theory:	
  
– Quantum	
  state	
  merging	
  
– Single-­‐shot	
  quantum	
  informa@on	
  theory	
  



Open	
  ques@ons	
  

•  Linear	
  rather	
  than	
  exponen@al	
  bound	
  (in	
  	
  	
  	
  )	
  in	
  
main	
  Theorem.	
  

•  Generaliza@on	
  to	
  higher	
  dimensions.	
  In	
  2D,	
  it	
  
is	
  not	
  even	
  known	
  whether	
  a	
  gapped	
  local	
  
Hamiltonian	
  implies	
  an	
  area	
  law.	
  	
  	
  



Conclusions	
  
•  EDC	
  implies	
  an	
  area	
  law	
  in	
  1D;	
  these	
  are	
  	
  	
  	
  
proper@es	
  of	
  the	
  state	
  alone,	
  no	
  Hamiltonian	
  
enters	
  the	
  theorem.	
  

•  	
  Applica@ons	
  to	
  
– Many	
  body	
  physics	
  (disordered	
  1D	
  systems)	
  
– Efficient	
  descrip@on	
  of	
  quantum	
  states	
  (MPS)	
  
– Quantum	
  Informa@on	
  Processing	
  

•  Usefulness	
  of	
  quantum	
  informa@on	
  theory	
  
for	
  addressing	
  problems	
  in	
  other	
  areas	
  of	
  
physics.	
  


