
•  Feature	
  of	
  topological	
  order:	
  ground	
  state	
  degeneracies	
  
•  Example:	
  Majorana	
  Fermion	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

•  The	
  2	
  cases,	
  with	
  and	
  without	
  a	
  majorana,	
  have	
  the	
  same	
  energy	
  
•  2	
  fold	
  degenerate	
  ground	
  state	
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Generaliza)on	
  to	
  parafermions	
  
•  Topological	
  state	
  
•  m-­‐fold	
  degenerate	
  ground	
  state	
  (	
  m=2	
  for	
  majoranas	
  )	
  

•  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  cycles	
  through	
  the	
  ground	
  states	
  from	
  leC	
  to	
  right	
  

•  Parafermions:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

•  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  cycles	
  through	
  the	
  ground	
  states	
  from	
  right	
  to	
  leC	
  

•  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  jumpes	
  from	
  ground	
  state	
  n	
  to	
  ground	
  state	
  n+l	
  

•  Parafermions	
  have	
  special	
  staFsFcs,	
  braiding,	
  …	
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Physical	
  realiza)on	
  
•  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Laughlin	
  FQH	
  states	
  have	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  topologically	
  degenerate	
  states	
  on	
  manifold	
  with	
  genus	
  g	
  
•  Sphere:	
  g=0,	
  	
  	
  	
  	
  	
  Donut:	
  g=1	
  
•  Bilayer	
  FQH	
  state	
  

•  Each	
  layer	
  1/m	
  Laughlin	
  state	
  
•  Two	
  gates	
  form	
  2	
  anFdots	
  
•  AnFdots	
  aligned	
  to	
  form	
  
topological	
  line	
  juncFon	
  
•  4	
  voltage	
  and	
  current	
  probes	
  
•  Structure	
  has	
  genus	
  g=1	
  
•  Quantum	
  point	
  contact	
  
•  Measure:	
  inter	
  layer	
  current	
  
•  l:	
  length	
  of	
  line	
  juncFon	
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•  Bilayer	
  1/m	
  FQH	
  state	
  with	
  topological	
  line	
  juncFon	
  eq.	
  to	
  single	
  layer	
  1/m	
  Laughlin	
  state	
  on	
  surface	
  with	
  non-­‐trivial	
  genus	
  
•  Endpoints	
  of	
  line	
  juncFon	
  become	
  non-­‐Abelian	
  twist	
  defects	
  localizing	
  parafermions	
  

•  QuasiparFcle	
  tunneling	
  between	
  layers	
  cycles	
  through	
  the	
  degenerate	
  ground	
  states	
  

clock	
  model:	
  

model	
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•  MinimizaFon	
  of	
  cosine	
  terms	
  not	
  for	
  all	
  fields	
  possible:	
  either	
  inter	
  layer	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (v-­‐terms)	
  or	
  intra	
  layer	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (u-­‐terms)	
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Effec)ve	
  model	
  for	
  the	
  topological	
  phase	
  
•  Consider	
  now	
  the	
  QPC	
  and	
  an	
  effecFve	
  model	
  for	
  tunneling	
  between	
  the	
  outer	
  edges	
  through	
  the	
  line	
  juncFon	
  
•  The	
  ground	
  state	
  degeneracy	
  is	
  now	
  liCed	
  due	
  to	
  finite	
  size	
  by	
  exp.	
  small	
  factors	
  e-­‐l/loc	
  

	
  label	
  the	
  ground	
  states	
  En	
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Vr(t)	
  is	
  a	
  Fme	
  dep.	
  potenFal	
  
between	
  the	
  layers	
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Weak	
  tunneling	
  &	
  master	
  equa)on	
  approach	
  
•  EffecFve	
  model	
  is	
  solved	
  for	
  weak	
  tunneling	
  using	
  master	
  equaFon	
  
•  Include	
  also	
  temp.	
  dep.	
  relaxaFon	
  rate	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  to	
  go	
  from	
  one	
  layer	
  to	
  the	
  other	
  1/!

R

•  CondiFon	
  for	
  a	
  steady	
  state	
  current	
  through	
  the	
  QPC:	
  cycling	
  through	
  all	
  the	
  ground	
  states	
  
•  Cycling	
  requires	
  energy	
  (for	
  m=3)	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  or	
  

•  These	
  two	
  lead	
  to	
  2	
  resonance	
  peaks	
  
•  If	
  relaxaFon	
  rate	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  or	
  frequency	
  of	
  the	
  ac	
  field	
  Vr(t)	
  larger	
  than	
  transiFon	
  rates:	
  addiFonal	
  resonances	
  

when	
  	
  
	
  
	
  
This	
  gives	
  3	
  resonances	
  in	
  the	
  case	
  m=3	
  

eVr >maxn=0,1,2 (En+1 ! En ) !eVr >minn=0,1,2 (En ! En+1)

1/!
eVr = En+1 ! En

More	
  generally,	
  in	
  a	
  1/m	
  FQH	
  bilayer	
  state,	
  at	
  strong	
  enough	
  1/τ	
  or	
  Vr(t)	
  frequency,	
  the	
  number	
  of	
  resonance	
  peaks	
  is	
  
equal	
  to	
  the	
  number	
  of	
  topological	
  ground	
  states	
  m	
  	
  (if	
  only	
  include	
  single	
  par)cle	
  quasi-­‐tunneling)	
  


